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Recenzowana rozprawa prezentuje nowe wyniki z metrycznej teorii punktéw sta-
lych. Podstawowy nurt badaii w tej teorii obejmuje problemy dotyczace warunkéw,
jakie muszg spetnia¢ podzbiory przestrzeni metrycznej i przeksztatcenia tych zbioréw,
aby przeksztalcenia takie mialy punkty stale. Literatura zawierajaca wyniki tych ba-
dan jest bardzo obszerna. Ich punktem wyjscia bylo klasyczne twierdzenie Banacha o
punkcie statym dla kontrakeji i wiele wynikéw dotyczy ostabienia warunku kontrak-
cyjnosci przeksztatcenia. Zastepujac kontrakcyjnosé przez warunek Lipschitza ze stalg
jeden otrzymujemy klase¢ przeksztalcen nieoddalajacych i caty rozlegly dzial metrycznej
teorii punktow stalych dotyczy przeksztalcen nieoddalajacych podzbioréw przestrze-
ni Banacha. Inny kierunek uogdlnien twierdzenia Banacha o punkcie stalym dotyczy
przeksztalceri spetniajacych warunki, w ktérych uzyte sa miary niezwartoéci. Rozwija-
na jest takze intensywnie teoria punktéw statych dla przeksztalcen wielowartosciowych.
Nowe twierdzenia mieszczace sie w tych kierunkach badan zawarte sg w recenzowanej
rozprawie.

Pan Hong Quan Dau napisal swoja rozprawe w Szkole Doktorskiej Uniwersytetu
Pedagogicznego im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie, pracujac pod opieka dr.
hab. Andrzeja Wisnickiego. Wiekszo$¢ wynikéw w niej zwartych zostalo tez zamiesz-
czonych w pigciu artykulach naukowych, z ktérych trzy zostaly napisane wspélnie z
promotorem. Lektura pracy doktorskiej Pana Dau Hong Quana pokazuje, ze autor
bardzo dobrze opanowal znacza cze$é rozlegtej wiedzy z metrycznej teorii punktéw
statych. Znajduje sie w niej wiele odniesief do znanych wezeéniej twierdzen, natomiast
nowe wyniki dotycza przestrzeni uporzadkowanych. Ta galaz metrycznej teorii punk-
tow stalych jest obecnie intensywnie rozwijana, a za pioniersks prace w tym zakresie
mozna uzna¢ artykut Rana i Reuringsa z 2003 roku zawierajgcy wersje twierdzenia
Banacha dla monotonicznych przeksztatceri podzbioréw uporzadkowanych przestrzeni
metrycznych.

Zawarto$é rozprawy. W omawianej pracy doktorskiej przedstawiono caly szereg
nowych ,porzadkowych” wersji twierdzen o punktach statych. Rozdzial 2 zawiera taka



wersje twierdzenia Darbo o punkcie stalym dla przeksztalcenia 7" domknietego i ogra-
niczonego podzbioru Y uporzadkowanej przestrzeni metrycznej spelniajacego warunek
kondensacji: v(T'(Q2)) < kv(Q) dla kazdego zbioru Q C Y, gdzie v jest miarg niezwarto-
éciik € (0,1). Jest to warunek wystepujacy w twierdzeniu Darbo, ale w odréznieniu od
pierwowzoru, w twierdzeniu z rozprawy nie ma zalozenia ciggtosci przeksztatcenia T
Zaktada sie, ze T jest monotoniczne i istnieje y € Y taki, ze y < T'(y). W dowodzie tego
i szeregu dalszych twierdzeni korzysta si¢ z wlasnosci skoficzonych przecie¢ odpowiednio
dobranej rodziny zbioréw, a w koncowym kroku stosuje si¢ lemat Kuratowskiego-Zorna.

W dalszej czeci autor podaje odpowiednik twierdzenia Sadowskiego, a wiec twierdze-
nie, w ktérym warunek kondensacji jest zastapiony przez nieréwnosé v(T(2)) < v(Q)
dla Q C Y takich, ze v(Q2) > 0, przy czym wynik ten jest jedynie wnioskiem z bardziej
ogélnego twierdzenia o wspdlnym punkcie stalym dla skoficzonej, komutujacej rodziny
przeksztalcen {T1,...,T,}. Réwniez w tym przypadku nie zaklada si¢ ciaglosci prze-
ksztalcen, a jedynie ich monotoniczno$é i istnienie punktu y € Y takiego, ze y < T;i(y)
dlai=1,...,n. Kolejne wyniki z rozdzialu 2 to odpowiednik twierdzenia Sadowskiego
dla monotonicznych przeksztalcen wielowartosciowych i twierdzenie o wspélnym punk-
cie stalym dla komutujacej pary monotonicznych przeksztalcen, z ktérych jedno jest
wielowartodciowe a drugie jednowartosciowe.

Warto podkreslié, ze autor podaje wiele przyktadéw ilustrujacych omawiane pojecia,
a na zakonczenie rozdzialu 2 przedstawia szereg zastosowari uzyskanych wynikéw do
réwnan i inkluzji catkowych.

W rozdziale 3 zawarte sg twierdzenia o punkcie stalym dla przestrzeni z zadanym
grafem skierowanym G. Uzywajac Sciezek w grafie autor definiuje G-przedziaty i wyka-
zuje twierdzenie o istnieniu niepustego G-przedzialu postaci [s, s]¢ niezmienniczego dla
przeksztalcenia T wierzchotkéow grafu G. Analogicznie jak w twierdzeniach z rozdzia-
hu 2, o przeksztalceniu T zaklada sie, ze jest monotoniczne, tym razem wzgledem grafu
i istnieje wierzchotek y taki, ze T(y) € [y, —)¢. Ré6wniez w tym dowodzie konstruowa-
na jest pewna rodzina zbioréw majgca wlasno$c¢ skonczonych przecie¢. W rozdziale 2
uzycie miar niezwartosci pozwalalo na skonstruowanie zbioréw zwartych, natomiast
w omawianym twierdzeniu wiasno$é skonczonych przecieé dla rodzin G-przedzialow
wystepuje jako zalozenie.

Bazujac na tym twierdzeniu i znanych wczedniej twierdzeniach o punkcie staltym dla
nieoddalajacych, a takze asymptotycznie nieoddalajacych przeksztalcen podzbioréw
przestrzeni Banacha, autor otrzymuje nowe wyniki gwarantujace istnienie punktu sta-
tego dla przeksztalcen podzbiorow przestrzeni Banacha z zadanym grafem skierowanym
G. Twierdzenie o punkcie stalym dla przeksztalcenn G-nieoddalajacych jest nastepnie
zastosowane do réwnan caltkowych.

W rozdziale 4 rozwazane sg przestrzenie metryczne o jednoznacznie wyznaczonych li-
niach geodezyjnych. Autor wykazal miedzy innymi, ze jesli taka, przestrzen jest zupeitna
i jednostajnie wypukla, to rodziny domknietych, wypuktych i ograniczonych zbioréw w



tej przestrzeni maja wtasnoéé skoniczonych przecigt. Korzystajac z tego faktu i twier-
dzenia z rozdzialu 3 o przedziale niezmienniczym, autor otrzymuje dalsze twierdzenia
o punkcie statym dla przeksztalcet monotonicznych podzbioréw przestrzeni z zada-
nym porzadkiem, a takze zadanym grafem skierowanym. Dla zupelne;, hiperbolicznej,
jednostajnie wypuklej przestrzeni metrycznej autor wykazuje twierdzenie o punkcie
stalym dla przeksztalcen wielowartosciowych.

Rozdzial 5 zawiera wyniki dotyczace przestrzeni modularnych. Najwazniejsze z nich
to trzy twierdzenia o punkcie stalym dla przeksztalcen wielowartosciowych. W jednym
z nich w przestrzeni zadany jest porzadek, a w dwoch pozostatych zadany jest graf
skierowany i o przeksztalceniach zaklada sie, ze sa monotoniczne wzgledem porzadku
lub kierunku w grafie, spelniaja ,porzadkowy” warunek nieoddalania ze wzgledu na
modular, a takze warunek bedacy odpowiednikiem wystepujacego we wczesniejszych
twierdzeniach zalozenia o istnieniu elementu y poprzedzajacego T'(y).

Uwagi szczegblowe. Praca doktorska Pana Dau Hong Quana napisana jest bardzo
starannie. Podane sg w niej wszystkie niezbedne definicje, przy czym wiele z nich opa-
trzonych jest uwagami i zilustrowanych przyktadami. Dowody twierdzeri sa kompletne
i jasno przedstawione.

Moja jedyna uwaga krytyczna dotyczy definicji miary niezwartosci na stronie 9.
Autor podal okrojona definicje. w ktére] jadro miary nie musi by¢ réwne rodzinie
wszystkich zbioréw warunkowo zwartych. Kluczowy w kilku dowodach warunek be-
dacy odpowiednikiem lematu Cantora zostal przedstawiony jako wniosek z warunkow
wystepujacych w tej definicji, co jednak w ogdlnosci nie jest prawda. Jest tak przy za-
lozeniu, ze miara jest regularna. Zalozenie to pojawia si¢ we wszystkich twierdzeniach
z rozdziatu 2 z wyjatkiem twierdzenia 2.2.6.

Ocena rozprawy. Recenzowana rozprawa zawiera szereg nowych wynikow, ktore
stanowig istotny wklad do intensywnie ostatnio rozwijanej gatezi metrycznej teorii
punktéw statych. Szereg z nich ma swoje wczesniej znane pierwowzory, ale dowody
podanych w rozprawie ,porzadkowych” wersji wymagaly od autora nie tylko rozlegtej
wiedzy, ale takze znacznej pomystowosci. Warte podkreslenia sg takze podane przez
autora zastosowania otrzymanych twierdzeii o punkcie stalym do réwnan i inkluzji
catkowych.

Reasumujac, uwazam, ze praca doktorska Pana Dau Hong Quana spelnia bardzo
dobrze wszystkie warunki stawiane rozprawom doktorskim, w szczegdlnosci warunki
okreélone w ustawie Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce z 20 lipca 2018 r. W pelni
uzasadnia to nadanie mu stopnia doktora w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych,
w dyscyplinie matematyka. Wnosze zatem o dopuszczenie Pana Dau Hong Quana do
dalszych etapéw postepowania doktorskiego.
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