Streszczenie

Analizujemy dwie prace Bernarda Bolzano o liczbach rzeczywistych: Rein analyti-
scher Beweis (Bolzano 1817) i Reine Zahlenlehre (Bolzano 1962/1976). W pierw-
sze] liczby rzeczywiste ujete sa w spos6b aksjomatyczny, w drugiej, skonstruowane.
W obu pracach dowodzona jest zasada supremum i zupelnosé w sensie Cauchy’ego,

przy czym, jak pokazujemy, dowody w (Bolzano 1817) s3 niepoprawne.

W (Bolzano 1817) aksjomaty ciata uporzgdkowanego sg stosowane implicite,
gdy w dowodach twierdzen przeksztalcane s formuly. Aksjomat ciagtosci jest sfor-
mulowany wprost w postaci zasady supremum 1 zupelno$ci w sensie Cauchy’ego
w koniunkcji z aksjomatem Archimedesa. Na tej podstawie wnosimy, ze w rozpra-
wie znajduje si¢ aksjomatyczne ujecie liczb rzeczywistych. Dowod zasady supre-
mum w (Bolzano 1817) wykorzystuje zupelnosé w sensie Cauchy’ego, ktorg -— jak

pokazujemy — Bolzano probuje wyprowadzi¢ z aksjomatow ciata uporzadkowanego.

Praca (Bolzano 1962/1976) to teoria tzw. liczb mierzalnych, do ktérych nale-
zg liczby nieskonczenie male. W rozprawie tej Bolzano postuguje sie tez liczba-
mi nieskonczenie duzymi, definiowanymi jako odwrotnoéci nieskoriczenie malych.
Interpretujemy te prace w oparciu o rozszerzenie liczb wymiernych za pomocg
ultrafiltru. Zbioér liczb hiperwymiernych Q* definiujemy jako QV/y, gdzie U jest
ultrafiltrem niegtéwnym na N. W zbiorze Q* wprowadzamy dzialania i porza-
dek tak, ze powstaje ciato niearchimedesowe. W ciele liczb hiperwymiernych wy-
rozniamy pierscieri liczb ograniczonych Lg oraz ideal nieskonczenie matych Q.
Liczby rzeczywiste definiujemy jako pierScieri ilorazowy Lg/q,. Pokazujemy, ze
liczbe mierzalng mozna interpretowaé jako element pierscienia Lg/q,. Pokazuje-
my, ze w przyjetej interpretacji dowody zasady supremum oraz zupetnosci w sensie

Cauchy’ego w (Bolzano 1962/1976) sa poprawne.



