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Recenzja pracy doktorskiej Pana magistra Lukasza Merty
7 Geometric properties of arrangements of low-degree curves .”

Przedstawienie Autora Rozprawy: Pan Lukasz Merta w latach 2012-2017 stu-
diowal matematyke na Uniwersytecie Jagiellonskim. W roku 2015 uzyskal stopien
licencjata na podstawie pracy ” Teoria gry Lights Out” napisanej pod kierunkiem dr.
hab. Marcina Dumnickiego w ramach MSMP. Nastepnie uzyskat tytut magistra na
podstawie pracy ”Composition inverses of certain automatic power series” napisanej
pod kierunkiem dr. Jakuba Byszewskiego. Potem rozpoczat studia doktoranckie na
WMiI UJ. Z tego okresu pochodza dwie publikacje autorstwa pana Merty (w The-
oret. Comput. Sci i Discrete Math. Theor. Comput. Sci.). Pan Merta przerwal
studia doktoranckie na UJ w roku 2023.

Od 2021 roku pan magister Lukasz Merta pracuje jako asystent w Instytu-

cie Matematyki Uniwersytetu Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie. W roku
2025 w czasopismach z listy filadelfijskiej ukazaly sie dwie publikacje, ktérych jest
wspolautorem.
Dyskusja rozprawy: W swojej pracy doktorskiej pan magister Lukasz Merta bada
pewne wlasnoéci geometryczne konfiguracji krzywych niskich stopni na zespolonej
plaszczyznie rzutowej. Tej bardzo klasycznej tematyce poswiecone sa prace matem-
atykéw tej miary co Pliicker, Bézout, Cayley, Sylwester (przypadek rzeczywisty)
czy Edge. Klasyfikacja osobliwos$ci, nowoczesne techniki geometrii algebraicznej,
algebry homologicznej i postepy w metodach efektywnych algebry doprowadzity w
ostatnich dekadach do wielu ciekawych wynikéw w tej teorii (patrz bibliografia w
ksiazce A. Dimci ”Hyperplane arrangements” z 2017 roku). Istotnym narzedziem,
ktore pchneto te teorie na nowe tory sa systemy algebry komputerowej (w rozprawie
autor istotnie korzysta z programu Singular).

Promotorem recenzowanej pracy jest profesor Tomasz Szemberg, ktéry od wielu
lat prowadzi badania nad problemami z tej tematyki (we wspdlpracy z badaczami
tej klasy co B. Harbourne i Th. Bauer), dlatego przyjmuje, ze wybér badanych
w rozprawie konfiguracji motywowany jest szerszym programem badawczym reali-
zowanym pod kierownictwem prof. Szemberga przez grupe geometréw algebraicznych
na Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie i pelne zrozumienie wilasnosci tych
konfiguracji jest wazne dla dalszego rozwoju teorii.



Praca pana Merty sklada sie ze Wstepu, pieciu rozdzialéw (z ktérych ostatni ma
podtytul ” Appendix”) oraz krétkiej bibliografii. Ponizej krétko omawiam zawartosé
poszczegdlnych czesci rozprawy.

W bardzo kréotkim Wstepie pan Merta omawia strukture recenzowanej rozprawy,
wymienia wyniki przedstawione w jej poszczegdlnych rozdzialach (bez podawania
doktadnych referencji do dalszych czesci pracy) i wyjasnia gdzie niektére z przed-
stawionych rezultatow zostaly juz opublikowane.

W Rozdziale 1 autor przypomina podstawowe definicje (przestrzen rzutowa, os-
obliwosé krzywej, krotnosé osobliwosci, styczna) a nastepnie zbiera pewne bardziej
ztozone fakty, ktére sa potrzebne dla lektury nastepnych rozdzialéw pracy (miedzy
innymi definiuje punkt sextatyczny (ang. sextatic point), derywacje logarytmicznag
(ang. logarithmic derivation), krzywe wolne (ang. free curves)). Niestety, rozdziat
ten jest dos$c¢ krotki i nie uwazam, zeby istotnie ulatwial dalsza lekture rozprawy. Na
obrone autora nalezy stwierdzi¢, ze podaje on takze referencje, ktére maja utatwic
lekture rozprawy (wybdr referencji jest wszakze do$é oszczedny: dla przyktadu brak
odwotan do wymienianej juz przeze mnie ksigzki Dimci z 2017 roku).

Obliczenia niezbedne do uzyskania wynikow rozprawy prowadzone byly za po-
moca programu Singular i trzeba pochwali¢ autora za bardzo dobre przedstawienie
w Rozdziale 5 (Appendix) skryptéw w Singularze. To precyzyjne przedstawienie
uzytych technik komputerowych bardzo pomaga przy czytaniu dowodéw w recen-
zowane]j pracy doktorskiej. Natomiast rozprawa nie zawiera dyskusji relacji miedzy
wynikami autora a ogélnym rozwojem teorii (dla przyktadu autor nie wzmiankuje
nawet pracy Giosué Muratore ”Relative Gromov-Witten and maximal contact con-
ics” z 2025 roku), czy bardziej klasycznymi rezultatami (co jest takze widoczne
w minimalistycznej bibliografii, ktéra liczy zaledwie 27 pozycji). Nie wspomni-
ano takze technik teorii krat i wynikéw Shimady, ktore poprzez analize osobliwosci
podwdjnej sekstyki K3, pozwalalyby na dowodzenie pewnych wynikéw Rozdziatu 4
innymi metodami. Sadze, ze glebsza dyskusja szerszego kontekstu w jakim mozna
usytuowac wyniki pracy doktorskiej mogtaby pojawic sie w jej wstepie lub pierwszym
rozdziale.

Gléwnym tematem Rozdzialu 2 sa krzywe Fermata (ze szczegblnym naciskiem
na kubike Fermata). Pan Merta uzywa drugiego Hesjanu, zeby podaé wspélrzedne
punktéw sextatycznych na krzywej Fermata dowolnego stopnia (Proposition 2.2).
Nastepnie uzywa division polynomials, zeby obliczy¢ wspdlrzedne punktow sex-
tatycznych i typu 9 na kubice Fermata. Ponadto opisuje pewne wiasnosci geom-
etryczne konfiguracji tych punktéw (dyskusja konfiguracji linii zawierajacych tréjki
punktéw po Proposition 2.5). W dalszej czesci Rozdziatu 2 pan Merta podaje kry-
terium na istnienie stozkowej kontaktu trzy przez dwa punkty sextatyczne (odp.
typu 9) na kubice Fermata (Proposition 2.6) i algorytm pozwalajacy na znalezienie
takich stozkowych. Skutecznos¢ powyzszego algorytmu jest pokazana w Example
2.7. Nastepnie autor rozprawy opisuje rézne aspekty konfiguracji specjalnych bisty-
cznych stozkowych w Podrozdziale 2.4 i znajduje kubiki styczne do kubiki Fermata



z krotnoscia dziewie¢ w punkcie typu 9. Nalezy podkresli¢, ze wigkszos¢ wynikdéw
z tego rozdzialu rozprawy zostala opublikowane w Journal of Algebra (jako czes¢
pozycji [MZ25a] w bibliografii rozprawy).

W Rozdziale 3 autor bada konfiguracje stycznych do kwartyki Fermata F, w
punktach maksymalnej stycznosci (ang. maximal tangency points). Pan Merta
uzyskuje pewne wlasnosci punktéw osobliwych konfiguracji (ang. arrangement)
tych dwunastu linii (Proposition 3.3 i 3.4). Nastepnie dowodzi analogicznych rezul-
tatow dla kwartyki Komiyi-Kuribayashiego K w Podrozdziale 3.3. Wiadomo, ze
kwartyki Fermata i Komiyi-Kuribayashiego to jedyne krzywe gladkie stopnia cztery z
dokladnie dwunastoma liniami maksymalnej stycznodci (patrz [KK79] w bibliografii
recenzowanej rozprawy). Naturalnym jest wiec pytanie czy te krzywe, odpowiednio
zdefiniowane przez nie konfiguracje punktow lub linii, sa powiazane jakas naturalna
zaleznos$cia. Wyniki tego rozdzialu pozwalaja na wykluczenie wielu naturalnych
hipotez, ale autor wykazuje pewna zaleznos¢ miedzy punktami maksymalnej sty-
cznosci na kwartyce K a liniami maksymalnej stycznosci na kwartyce Fermata Fj
(patrz strona 36 recenzowanej pracy). Reszta Rozdziatlu 3 poswiecona jest punktom
sextatycznym i konfiguracjom stozkowych bistycznych do krzywych F; i K. Pewne
wersje rezultatéw z tego rozdzialu rozprawy zostaty opublikowane w Periodica Math-
ematica Hungarica (jako czesé pozycji [MZ25b] w bibliografii rozprawy).

Tematem Rozdziatu 4 rozprawy sa wolne konfiguracje trzech gtadkich stozkowych
z osobliwosciami typu A-D-E na rzutowej plaszczyznie zespolonej. Autor zbiera
gltéwne narzedzia (Twierdzenie Du Plessisa-Walla, lista typéw osobliwosci, wyniki o
konfiguracjach dwéch stozkowych z osobliwo$ciami typu As, As i A7) w pierwszych
dwoch porozdzialach tej czedci pracy. Nastepnie pan Merta podaje charakteryzacje
stabych kombinatoryk wolnych konfiguracji trzech stozkowych (Theorem 4.5), wyk-
lucza realizacje geometryczg pewnych stabych kombinatoryk (czesciowo pomijajac
szczegdly 1 cytujac prace [MZZ25], ktérej jest wspdlautorem) i w ten sposéb dowodzi,
ze tylko szes$¢ stabych kombinatoryk moze mie¢ geometryczna realizacje. Nastepnie
pan Merta precyzyjnie charakteryzuje/opisuje konfiguracje, ktére realizuja szesé
stabych kombinatoryk (Proposition 4.11, 4.12; 4.14, 4.16, 4.18, 4.19). Naturalna
konsekwencja tej klasyfikacji jest odpowiedz na pytanie o geometryczna realizacje
charakterystyk nad cialem liczb rzeczywistych (Example 4.13, 4.15, 4.17, uwaga
przed Proposition 4.19). Uwazam, ze mimo pozornej prostoty, metody z tego
rozdziatu sa ciekawe i nie tylko prowadza do pelnej charakteryzacji badanej klasy
konfiguracji, ale moga w przyszlosci prowadzi¢ na uzyskanie wynikéw o wiekszej
ogolnosci.

W Rozdziale 5 (Appendix) rozprawy zebrano skrypty (w programie Singular),
ktore sa wykorzystane w recenzowanej rozprawie. Rozprawe konczy zwiezta bibli-
ografia, w ktérej zebrano tytuly 27 pozycji.

Podsumowujac, tematyka pracy doktorskiej Pana magistra Lukasza Merty jest
obecnie obiektem intensywnych badan. W rozprawie zostaly przedstawione orygi-
nalne wyniki stanowigce uzyteczny wkiad w aktualny poziom wiedzy. Rozdziaty



drugi i trzeci recenzowanej pracy doktorskiej nie zawieraja istotnie nowych metod,
ale pan Merta wykazal sie w nich znajomogcia juz istniejacych narzedzi badawczych
dostateczna dla uzyskania ciekawych wynikéw, co jest wystarczajace w przypadku
rozprawy doktorskiej. O randze tych wynikow swiadczy publikacja w renomowanych
czasopismach z listy filadelfijskiej. Przedstawione w tych rozdziatach rezultaty po-
winny by¢ uzyteczne przy badaniu konfiguracji hiperpowierzchni. Najwyzej oce-
niam Rozdzial 4 recenzowanej rozprawy. Przedstawione w nim wyniki sa ciekawe i
moga stanowi¢ punkt wyjsécia do dalszych badan. Zwlaszcza, ze stosowane metody
powinny da¢ si¢ uogélni¢ przy pomocy bardziej technicznych narzedzi.

Rozprawa jest zredagowana starannie, cho¢ moim zdaniem Autor mégt poswieci¢
wiecej czasu na redakcje Rozdzialu Pierwszego. Nie udalo mi sie znalezé wielu
literowek ani zadnych bledéw. Gléwnym mankamentem pracy pana Merty jest
brak dokladniejszego odniesienia do bogatej klasycznej literatury na temat krzywych
stopnia szes¢ (naturalnym jest pytanie na ile pewne wyniki Rozdzialu 5 wynikaja
z obszernej literatury na temat geometrii podwdjnych sekstyk). Ten mankament
nie zmienia jednak mojej ogélnej oceny rozprawy pana Merty, ktora jest
pozytywna.

Znalezione przejezyczenia:

-na stronie 13, linia 6: jest ”Fermat conic”, powinno by¢ ”Fermat cubic”.

-na stronie 21 | linia 19: jest K[z, y|”, powinno by¢ "Clz, y|”,

-na stronie 45, linia 12: nalezy dotozy¢ ”at a given point” pomiedzy ” A-D-E singu-
larities” a ”in such configurations”.

Nie znalaztem zadnego btedu w rozprawie i uwazam, ze nie wymaga ona zadnych
korekt merytorycznych.

Konkluzja: Rozprawa doktorska Pana magistra Lukasza Merty
”Geometric properties of arrangements of low-degree curves”

spelnia wymogi dotyczace rozprawy doktorskiej zawarte w Ustawie ” Prawo
o szkolnictwie wyzszym i nauce” z dnia 20 lipca 2018 roku. Wnioskuje
o dopuszczenie Pana magistra Lukasza Merty do dalszych etapow poste-
powania w sprawie nadania stopnia doktora.
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